Lycée Charles de Gaulle

Fiche d'exercices sur le calcul intégral

EXERCICE 1 5 points

a. Soit f la fonction définie sur R par

On désigne par € sa courbe représentative dans un repere orthonormal
(O, 7, T) d’'unité graphique 2 cm.
i. Déterminer les limites de f en —oo et en +00 ; quelle conséquence gra-
phique pour € peut-on en tirer ?
ii. Justifier que f est dérivable surR. Déterminer sa fonction dérivée f.
iii. Dresser le tableau de variations de f et tracer la cotirbe 6.

b. Soit n un entier naturel non nul. On considere l'intégrale I,, définie par
1
I, = f x"e ™ dx.
0

i. Etablir une relation entre I;+1 et I,.
ii. Calculerl, puish.

iii. Donner une interprétation graphique di nombre L. On la fera appa-
raitre sur le graphique de la question I c.

¢. i. Démontrer que pour tout nombre réel x de [0; 1] et pour tout entier
naturel n non nul, on a l'inégalité suivante :

"< e,

ii. En déduire un encadrement de I, puis la limite de I, quand n tend

vers +00.
EXERCICE 2 4 points
Soit f la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par
2Inx
X) = .
f 2+x

Inx Inx
1. Montrer que pour tout x> 1, -z <f)< -

4] 4]
2, a. CalculerI= f % dxet] = f % dx (on pourra utiliser une intégra-
2 2

tion par parties pour cette derniere).
4
b. En déduire un encadrement de K = f flx)dx.
2

3. Lafigure ci-dessousreprésente la courbe représentative de f (unités graphiques:
en abscisse 1 cm pour 1 unité, en ordonnées 4 cm pour 1 unité). On considere
'ensemble des points M(x; y) tels que:

2 < x £ 4 .
et on note < son aire.
{ 0 <y <
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ATlaide de I'encadrement trouvé au 2 b, donner un encadrement de < en cm?.

EXERCICE 3 5 points

On considere les suites (u,) et (v,) définies, pour tout entier naturel n non nul, par :

{ Z;;lun_l +% pour 11> 2 et vp =1, —Inn pour n>1
1. a. Calculer 1y, us et uy.
b. Montrer que, pour tout entier naturel n nonnul : u, = i %
- k+1q 1
2. a. Montrer que, pour tout entier naturel k non nul : 1 < fk ;dx < T

b. En déduire que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a les inégali-
tés suivantes :

1
Up—-1<Inn<u,—— et 0<v, <1
n

3. a. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul :

1 n+11
Vpel—VUp=——— —dx.
" "+l fn X

b. En déduire le sens de variations de la suite (v,,).
4. Montrer que la suite (v,) converge. On note v la limite de la suite (v,) (on ne
cherchera pas a calculer y).
Quelle est la limite de la suite (u,)?



