Sujet 1

1- Dans I'espace muni du repére orthonormal (O | ] ,F<) on considere le plan P d'équation
X+y+z-3=0ains quelepoint M (2; -3; 1).

a) Le point M est-il dansleplan P ?

b) Donner une représentation paramétrique de la droite D passant par M et orthogonale a P.
¢) Déterminer les coordonnées du point H intersection de D et P.

d) En déduire la distance du point M au plan P.

2

2- Calculer 1=J (2x+1)€“dx al'aide d'une intégration par parties.
1

Réponses
lLayxu+tyw+zwv—3=2-3+1-3=-3 # 0donc MgP.
b) i (1; 1; 1) est un vecteur normal de P, ladroite D passant par M et orthogonale a P admet donc
X=2-+t
comme représentatation paramétrique : | y=—3+t.
z=1+t
c) Comme HeD, il existe un réel t tel que H ait pour coordonnées (2 +t; -3 + t; 1 + t). Comme de
plus HeP, ces coordonnées vérifient I'équationdePdonc2 +t—3+t+ 1 +t—3 =0, soit
3t—3=0etdonct=1.0Onaans H(3; -2; 2).
d) Ladistance du point M au plan Pest HM. Ona HM (-1; -1; -1) donc HM = /3

2.0nposeu(X) =2x+ 1 et v(x) = e, dou u'(x) =2 et v(x) = e~

comme [ u(x)v* (x)dx=|u(x)v(x)

a

"~ [ u(x)v(x)dx, ona

| = [(2x+1)e*  =5e2-3e— (22— 2¢) =3 —e.

2
j—f 2€’dx = [(2x+1)e"]i—[2eX
1




Sujet 2

1- On considere lasuite U, définie par U,=2 et un+1=\/10 u, . Déerminer salimite en utilisant
au choix I'une des deux méthodes suivantes.
a) Méthode 1

On pose V,=Inu —In10 Montrer que V, est une suite géométrique de raison PR En déduire les

expressionsde Vv, et de Y, enfonction den, puislalimitede u,.

b) Méthode 2

Montrer que lasuite U, est croissante, puis qu'elle est magjorée par 10. Que peut-on en déuire ?
Calculer lalimitede u,, .

2- Ecrire le nombre complexe z=1+i V3 soussaforme exponentielle. En déduire laforme
algébriquede 7°.

Réponses

1. a) vn+l=ln(\/10un)—ln10 =;—In 10 +%Inun—ln10 =%(Inun—ln10)=%vn . Lasuite v, est

. . . 1 .
donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme vV, =IN2 —In10 =—In5 Onen

n

.Commelnu,=v,+In10,0na u =10 e” . Enfin, comme lalimite

- 1
déduit que v =—In5 X 5

de v, est O, lalimite de u, est 10e° = 10.

b) Lafonction f définie par f (X) = \/ﬁ est croissante sur [0; +oo].

On montre par récurrence que pour tout N, Un < Ups1.

Onauo =2 &t L= 20 . DONc Uo < Uy. Supposons que U, < Un1. Comme f est croissante, on a

f (Un) < (Un+1) dONC U+ < Uns2. Ce i montre que pour tout n, U, < Uns, doNc que u, est croissante.
On montre par récurrence que pour tout n, u, < 10.

On aup = 2, donc up < 10. Supposons que u, < 10. Comme f est croissante, f (u,) < f (10), donc
Un+1 < 10. Ce qui montre que pour tout n, u, < 10.

La suite u, est croissante et majorée, elle converge donc vers une limite L. Comme un+1=\/ 10u_,
ona L=v1ioL ,donc L =0ouL = 10. Comme tous les u, sont supérieurs a 2, lalimite ne peut pas
étre 0, c'est donc 10.

T o
2.[=2etag@d = . Alorsfz|=2=Retayz) = .

51 1_.3

On adonc 2 =32 (cosZ—"H Sn=T0)=32(_~i 2 3)=16 16 NEY




Sujet 3

1- Soit g lafonction définie sur ]O ; +oo[ par g(x) = X2 + In(X).

a) Dresser le tableau de variations de g, avec les limites.

b) Montrer que I'équation g(x)=0 aune solution unique «, puis déterminer un encadrement de « a
102 preés.

c) Soit f lafonction définiesur ]O ;+o[ par f(x)=x"+(Inx)’. Montrer que f admet un minimum
pour x=« .

2- On lance une piéce de monnaie 10 fois de suite. On appelle X la variable aléatoire représentant
le nombre d'apparitions de PILE.

a) Quelle est laloi de probabilité de X ?

b) Calculer E(X), I'espérance mathématique de X.

c) Quelle est la probabilité d'obtenir exactement 5 fois PILE ?

Réponses

1 2x°+1
1.8 g'(X)=2x+—=
X

. Comme 2x2 + 1 et x sont positifssur ]0 ; +oo[, g' (X) I'est auss et la
X

fonction g est croissante.

Quand x tend vers 0, x2 tend vers O et In x tend vers -, g (X) tend donc vers -oo.

Quand x tend vers +wo, X2 et In x tendent aussi vers +w, g (X) tend donc vers +oo.

b) Lafonction g est continue, croissante et change de signe dans ]0 ; +oo[; d'apres le th. des valeurs

intermédiaires appliqué aux fonctions monotones, il existe un unique réel « solution de I'équation

g(x) = 0. Avec la calculette on trouve que g(0,6) < 0 et g(0,7) > 0; on en déduit que

0,6 < x < 0,7. On trouve ensuite que g(0,65) < 0 et g(0,66) > 0, donc 0,65 < « < 0,66.

c) f'(x)=2x+2 Inx><£= 2C +21n X_2 9(x)
X X

signe que g(x). Ainsi f' est négatif sur ]O; «[ et positif sur Je; +oo[. On abien un minimum def en

X=a.

. Sur 10 ; +oof, x est positif, f *(x) adonc le méme

i e ; 1
2. @) X sui laloi binomiale de paramétres 10 et PR
1 k 1 10—k 1
Onadonc P(x=k)=|10||=| [=| ==[10}.
k/\2 /12 2 k
1
b) E(X) = 10 XE = 5.
1 (10|_ 252

=B)= —u| _|T ~0,246

O PX=5)= Su| - |~ 1004 .




Sujet 4

2i
1- Onpose w=e

a) Caculer w® et prouver que 1+w+w’+w’+w*=0 (on pourraremarquer qu'il sagit dela
somme des premiers termes d'une suite géomeétrique)
b) Soient u=w+w”* e v=w’+w®. Montrer que u+v=—1 et uv=—1. Endéduire u et v.

o |3

- s — . " 2
c) Enjustifiant I'égalité u=w+w , utiliser le résultat précédent pour calculer COS?T(.

2- On considere lafonction f définie sur ]O ; +oo[ par f( \/;

X
a) Montrer que f( \/—X— :
X €

b) Calculer "M f(X)

X— 400

Réponses
18 w’=€e""=1.
1+w+w’+w’+w” estlasomme des 5 premiers termes de la suite géométrique de premier

: 1—w®
terme 1 et deraison w. Onadonc 1+w+w’+ w’+w’= A =0,
—

b)u+v= wt+w’+w’+w? = 1+w+w’+w+w* -1 =-1.

w= (w+w*)(w’+w’)=w’+w* +w’® +w =w’(1+w+w’+w?) .

Or 1+w+w’+w’* =1+ w+w’+ w’+w* —w’ =—w’,doncuv = w’x(—w’)=—w’=-1.
Commeu+v=-1, u=-1-v; commeuv = -1, on obtient (-1 —v)v=-1, soit\v2+v—-1=0.

+/5 —1-y5 | —1—5 —1+45

o . -1
On en déduit que soit vV=——"— &t U=————  soit V=—"— & U=———_Comme
2 2 2 2

—1+45 o V=—1—\ﬁ3 |
2 2

u=w+w" est un réd positif, on a obligatoirement U=

21T 2 — 2
C) 4=£=£=w ,donc u=w+w . Comme w= cos?ﬂsméT w+w=2 COS?W.

On adonc finalement, cosz—"=£=£><—1+\/5:—1 +\/§.
5 2 2 2 4

\/j( . x_e\/; ex _e X

& x| \/;( e’

e
b) Lorsque x tend vers +o, ﬁ et ? tendent vers O, donc f(x) tend vers 0.

2.9 f




Sujet 5

1- On considére I'équation différentielle : (E1): y'—y=3e *.

a) Soit u une fonction dérivable sur IR et vlafonction définie sur IR par v(x)=u(x)e > .
Démontrer que lafonction v est solution de (E1) s, et seulement si, lafonction u est solution de
I'équation différentielle (E2) : y'—3y=3.

b) Résoudre I'équation différentielle (E2).

¢) En déduire I'unique solution f de I'équation différentielle (E1) vérifiant f(0)=-3.

—_ == ] —

—- 2 1
2- ABCD est un carré. Les points | et J sont définis par Al=§ B et AJ=§ D.

Démontrer que les droites (DI) et (JC) sont orthogonales.

Réponses
1. @) V(X) = u'(X)e> — 2u(x)e>.
v est solution de (E1) < V'(X) — V(X) = 3> < eZ(U'(X) — 2u(X) — u(x)) = 3e*
< U'(X) — 3u(x) = 3 < usolutionde (E2) :y' — 3y = 3.
b) Les solutions de (E2) sont de laforme u(x) = ke — 1.
¢) f solution de (E1) < u(x) =f (X)e> est solution de (E2) < f(X) = (ke>*— 1)e2.
Commef (0) =—3, k—1=-3,donck=-2. D'ou f (X) = (26> — 1)e2
2. On calcule le produit scalaire DI-CJ.
DI -CJ=(DA+Al )(CD+DJ)=DA-CD+DA-DJ+Al-CD+AI-DJ.
Or DA-CD=0, Al-DJ=0, mﬁjzéDAz et ZT-CTIS:—%ABZ:—%DAZ_
On adonc finalement DI -CJ=0, ce qui montre que les droites (DI) et (JC) sont orthogonales.




Sujet 6

1- Dans I'espace muni du repére orthonormal (O,i, ] ,k) on considére les droites D, D; et D, de
représentations paramétriques :

X=2-3t X=06t X=7+2t
D:{y=1+t ,D;: {y=2—2t,D,: {y=2+2t avec teR.
z=—-3+2t z=5—-4t zZ=—6—t

Etudier laposition relative des droites D et D,, puisD et D, et enfin D, et D..

2- Résoudre dans R I'équation e*—2e*—3 =0.
(on pourra utiliser le changement de variable X=¢")

Réponses
1. D admet le vecteur @ (-3; 1; 2) comme vecteur directeur.
D, admet le vecteur V (6; -2; -4) comme vecteur directeur.
Comme V=-20, lesdroites D et D, sont paralléles. Voyons si €lles sont confondues ?
M(2; 1; -3) est un point de D.
2=6t
Pour voir s M est aussi sur D; on chercheunrédl t tel que {1=2-2t
—-3=5-4t

Comme un tel réel n'existe pas, D et D; ne sont pas confondues, elles sont strictement paralléles.

2-3t=7+2t"
Pour trouver un point commun & D et D, on résoud le systeme | 1+t=2+2t"

—-3+2t=—6-t'
Ce systéme admet comme unique solutiont =-1 et t' = -1. D et D, sont donc sécantes au point N
de coordonnées (5; 0; -5).

6t=7+2t"

Pour trouver un point commun a D, et D,, on résoud le systéme |2—2t=2+2t".

5-4t=—6-t'
Ce systeme n'a pas de solution, donc D; et D, n'ont pas de point commun. Elles ne peuvent pas
étre paralléles car sinon D et D, le serait. D1 et D, sont donc deux droites non coplanaires.
2. En posant X = ex, on obtient I'éguation X2 — 2X — 3 = 0. Cette équation admet deux solutions
qui sont X; =3 et X, =-1.
Pour que x soit solution de I'équation e*—2e*—3 =0, il faut donc que ex=3 ou e = -1.
Comme une exponentielle est toujours positive, il faut donc que e<= 3 soit x =1n 3.




Sujet 7

1 nx
: . - e
1- Soit lasuite !, définie pour n> 0 par : |n=f dx .
o 1+¢€
a) Etudier le sensde variation de !, .
1 1 1
b) Montrer que pour tout xde[0; 1],ona: ——< S
) quep [0;1] 4 1o 2

¢) En déduire un encadrement de 1, et lalimitede !, .

2- Résoudre dans C I'équation : 22 —2+2 z+4 =0.
Ecrire ses solutions z et z, sous forme trigonométrique.

Réponses
n+1 nx

1.8 1,,,~1,=) ————dx.Comme €"""*—e™=e™(e*~1) et comme e‘>1 sur[0; 1], on

O!——él—‘

1+¢€"

auneintégrale de 0 a 1 d'une fonction positive, elle est donc positive. Ainsi In. — In > 0; la suite |,
est croissante.

b)0<x<l=l<e<e=2<1l+e<1+eetcommel+e<4 onaobtient

1 1 1
2<1+e < 4etenpassant aux inverses —— ST
4 1+e 2
eI"I)( eI"I)( enx
¢) L'encadrement précédent nous permet d'écrire 4—<1+ X<2— Enintégrant de0alon
e
1 nx 1 nx
: e €
obtient f—dx<| f—
o 4 o 2
enx 1 enx i en
— étant une primitivede e, ona [ €™ dx= =€ _1 Do lencadrement
n 0 NnNjlp, n n
1(€ 1 1€ e 1
—|———|s|,s—|———].Lorsquentend vers +o0, — tend vers+oo et — tend vers 0, donc
4\n n 2i{n n n n
1€ 1 L. R . . .
R tend vers +o0. Comme |, est supérieure a une suite qui tend vers +o, |, tend aussi
n n
VErS +oo.

2. Le discriminant du trindme vaut -8, on a donc deux racines complexes conjuguées qui sont
zl=¢2 +iV2 et z, =2 —iV2 . Leur module est 2.

Jz Jz

T LT
i— —I—

=2e’ g z,=2€ *

(L | ¢
COsS— +l1sn—
4 4

D'Ol] Z]_ -




Sujet 8

-

1- Dans le plan complexe muni du repére orthonormal direct (O,U,V) on considére les points A

d'affixe aet B d'affixe b.

T
On appelle M le milieu de [AB], E I'image de A par larotation de centre O et d'angle Py etF

T
I'image de B par larotation de centre O et d'angle _E .

a) Déterminer les affixes de M, E et F en fonction de aet b.

b) Etablir une relation entre les affixes des vecteurs FE et OM .

1
c) En déduire que OM =5 EF |, puis que les droites (OM) et (EF) sont orthogonales.

_Inx

2- Dresser le tableau de variations de lafonction f définiesur ]0; +oo[ par f(X)—T.

Réponses

, _atb i
1.3.) M 2 , LgTae " =a; z,

. . 1
¢) EF=|z..|=[2i|x|z5.|=2 OM doi OM==-EF .

255

1-Inx
.
X

2. f'(x)= f'(x) adonc le méme signe que

1-Inx.Orinx>1pourx>eetInx<1pourx<e.

f est donc croissante sur ]0; €] et décroissante sur

Je; +oo.

Lorsque x tend vers O par valeurs positives, In x tend vers

1
-0 et ” tend vers +oo, f (X) tend donc vers -co. Lorsque

Inx
X tend vers +o0, — tend vers 0.
X

S a+b :
b) z;E=zE—zF=a+b|=|(a+b) et ZEKA:ZM_ZOZT'AinSi z.=2iz

oM *

—_— = Z— T
(OM; FE)=arg| — =ar9(2|)=z donc (OM) et (EF) sont orthogonales.

x |0 e +00
fr(x + 0 —
le
T 4 .
e 0




Sujet 9

1- Une urne U, contient 5 boules rouges et trois boules vertes,; une urne U, contient 1 boule rouge
et 4 boules vertes.

On choisit I'une de ces deux urnes au hasard, puis on préléve au hasard une boule dans cette urne.
a) Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge ?

b) Laboule tirée est rouge. Quelle est la probabilité qu'elle provienne de l'urne U, ?

2- On considere les fonctions g et h définies sur IR par :

g(x)=—> X

- h(x)=
1+><2et (x) 1+

a) Donner une primitive de L S est une fonction dérivable strictement positive.

b) Utiliser le résultat précédent pour calculer 1,=] g(x)dx.

o =

1
¢) Soit 1,=J h(x)dx. Calculer 1,+1, et en déduire 1.
0

Réponses
1. a) Laprobabilité de tirer une boule rouge est P(R) = P(R N U,) + P(R N U,), d'ou

P(R) = P(U)XP, (RI+P(U,)XP, (R)=TXx=+

b) Si laboule tirée est rouge, la probabilité gu'elle provienne de I'urne U, est
5
P(U,NR) 16 25
P(RI 33 33
80

P.(U,)=

R

2. @) Inu est une primitive de m lorsque u est strictement positive.

1 2x 1u 1 2
b) 9(x)==— > estdelaforme —— avecu(x) =1+ x2 et admet donc —In(1+x") comme
21+x 2 u 2

1
_In2

1
primitive. Ains Il=fg(x)dx= %In(1+x2)
0

0




Sujet 10

1- A l'instant t = 0, on injecte dans le sang d'un patient une dose de 3mL d'un médicament.

Une étude du processus d'éimination de ce médicament a permis d'observer que la quantité f(t),
exprimée en mL, de médicament encore présente dans le sang du patient al'instant t, exprimeé en
heures, est solution de I'équation différentielley' =-0,1vy.

a) Exprimer f (t) en fonction det.

b) Etudier les variationsde f sur [0;+o[, puis donner |'allure de sa courbe représentative.

¢) Au bout de combien de temps le sang du patient contient-il moins de 0,5mL de médicament ?

2- Dans |'espace muni du repére orthonormal (0.i . .k) on appelle H le projeté orthogonal du
point A(-1; 3; 5) sur ladroite D passant par B(0; -3; 4) et de vecteur directeur u(1; —2;—1).

a) Démontrer qu'il existe un réel atel que BH=au.
b) Déterminer les coordonnées de H.

Réponses

1. @) Les solutions de I'équation différentielley' = - 0,1y sont de laforme f (t) = ke,
Commef (0) = 3, k=3, doncf (t) = 3e°™.

b) f'(t) =-0,1 f (t), comme f (t) est positive, f '(t) est négative et f est donc décroissante.
Lorsquet tend vers +oo, f (t) tend vers 0.

1 In6
O f(t) <05 3% <05 o< = =-0lt<In6et> % =t>10In6.

Il faudra donc attendre au moins 17,9 h pour que le sang du patient contienne moins de 0,5mL de
médi cament.

2.a)He Ddonc BH et U sont colinéaires et il existe unréel atel que BA=al.

b) De BA=al on déduit les coordonnées de H en fonction de a: H(a; -3-2a; 4-a). Ensuite on
obtient AH (a+1; -2a-6; -a-1). Comme (AH) est orthogonale aD, ona AH-0i=0.

. : . =7 )
Ainsa+1-2(—2a-6)—(-a—1) =0, soit6a+ 14=0,doua= R Les coordonnées de H

sont donc

—7.5.19
3 '3 3




Sujet 11

-

1- Le plan complexe muni du repére orthonormal direct (O,u,V).

a) Résoudre dans C I'équation 22 + 4z + 16 = 0. On appelle z la solution dont |a partie imaginaire
est positive et z, l'autre.

b) Soient A et B les points d'affixes respectives z; et z.. Calculer I'affixe z; du point C tel que ABC
soit un triangle equilatéral direct. (on pourra utiliser une rotation).

c) Caculer le périmétre et I'aire de ABC.

: o —3x°+4x—3
2- Soit f lafonction définiesur | =]1; +oo [ par f(X)=X+—1X
X_

a) Déterminer lesréels a, b et ¢ tels que f(X)=aX+b+é.
b) En déduire les primitivesdef sur I.

c) Déterminer laprimitive F def vérifiant F(2) = 0.

Réponses
1. @) Le discriminant du trinbme est - 48, il y adonc deux racines complexes conjuguées

Z:—4+i\/Z8:—4+4i\/§:

1

—2+2i \E’, et z,=—2-2i \/5 .

2 2
T
b) C est I'image de B par larotation de centre A et d'angle g .Onadonc:
ZC—ZA=9|§(ZB—ZA)=(%H%)(—4 V3)=—2i\/3 +6 etdonc z.=4.

c)OnaAB=|zs—2z|= 4 V3. Comme ABC est équilatéral, son périmetre est 3AB = 12 V3.
Appelons| le milieu de [AB]; I'affixedel est z = -2 et Cl = 6.
AB-Cl _43x6_,, N

L'aire de ABC est
*+x(b—a)+c—b : :
2.d) ax+b+ ¢ _ax+x(b-a)te . Pour quef(x)=ax+b+ L,llsuffltque
x=1 x=1 x—1
a=-3 5
b—a=4 ,doncquea=-3,b=1etc=-2, cequi donne f(X)=—3X+1—X_l.
c—b=-3

3
b) Les primitivesde f sont de laforme F(X)=—EX2+X—2 In(x—1)+C | ou C est une constante
réelle.
3
)SiF(2=0,-6+2-2In1+C=0,doncC=4et F(X):_E)(Z+X_2 In(x—1)+4




Sujet 12

1- Soit Ple polyndbme tel que P(X)= x3 - 3x? - 4x + 12.
a) Montrer que 3 est une racine de P, puis déterminer lesréels a, b et c tels que
P(xX) = (x - 3)(ax? + bx + ¢).

b) Résoudre I'équation P(x) = 0.
¢) En déduire les solutions des équations :

(Inx)®-3(nx)? -4lnx+12=0

e*-3e-4+12ex=0
2- Dans |'espace muni du repére orthonormal (O,i, ] ,k) on considére e plan P d'équation
-X+y-2z=-4etleplan P déquationx +y +z=11.
a) Montrer que les plans P et P sont sécants.
b) Déterminer un point et un vecteur directeur de la droite d'intersection de ces deux plans.

Réponses
1L.aPR)=27-27-12+12=0.
(x—3)(ax2 + bx +c) = ax® + x3(b — 3a) + x(c — 3b) -3c.
Pour gue P(x) = (x — 3)(ax? + bx +c), il suffit donc qu'on ait alafoisa=1,b—-3a=-3,
c—3b=—-4et-3c=12, cequi seproduit lorsquea=1,b=0et c=-4.
Ainsl P(X) = (x—3)(x2—4) = (x— 3)(X + 2)(x — 2).
b) P(xX) =0 pour x=30ux=20ux=-2.
c) i) Onpose X =In x; I'éguation (In X)3 - 3(In X)2 - 4ln x + 12 = 0 donne P(X) = 0.
On adonc soit Inx =3 d'ou x = €3, soit Inx =2 d'ou x = €, soit Inx =-2 d'ou x = e2.
ii) On pose X = ex; I'équation € - 3ex- 4 + 12 ex= 0 donne P(X) = 0.
On adonc soit &= 3doux=1n 3, soit e=2doux =1n 2, soit & = -2 ce qui n'est pas possible.
2.a) Padmet 7 (-1; 1; -2) comme vecteur normal, et P admet n' (1; 1; 1) comme vecteur normal.
Il n'existe pas deréel ktel que n'=ki , ces deux vecteurs ne sont donc pas colinéaires et les plans
P et P sont donc secants.
—X+y—-2z=-4

X+y+z=11

—X+y=—4+2t 2x=15-3t
Enposant z=t, celaéguivauta | x+y=11—-t ou | 2y=7+t .
z=t z=t

b) Les points se trouvant alafoissur P et sur P vérifient

On obtient ainsi une représentation paramétrique de ladroite intersectionde P et P :
15 13
X=

==

2 2

. 15 7 . -3 ,1
7 1. .Cettedroitepassepar M (—,—,0) et admet U(——-—) comme vecteur
Y—E"'Et 2 2 2 21

directeur.




Sujet 13

2+ X
2—x/’

1
1- Soit f lafonction définie sur ]-2; +2[ par f (x):g In

a) Montrer que f est impaire.

b) Etudier les variations de f et calculer les limites aux bornes de I'ensemble de définition.
¢) Soit C la courbe représentative de f. Déterminer ses asymptotes, puis une équation de sa
tangente en 0. Donner I'allure de la courbe C.

2- Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :

2. =\6 -2
_ 5—i
> 3420
Réponses
1 2— 1 2+
1.8 f(=x)==—In = =—=In| 222 == f (x) donc f est impaire.
3 2+X 3 2—X
_|_
b) Soitu(x) = —— onau(x)— (2—x)2'

C f L in(u = = D e O B 4
ommef (x) = 2 ‘() = u(x) 3 (2=x)° 2+x 3(2—x)(2+x) "’

Sur 1-2; 2[, (2 - X)(2 + X) est toujours posmf, donc f '(x) est toujours positif et f est croissante.

2+
Lorsque x tend vers -2 par valeurs supérieures, Z—z tend vers O et donc f (x) tend vers -oo. Par

symétrie, lorsgue x tend vers 2 par valeurs inférieures, f (X) tend vers +co.
c) Leslimites en -2 et 2 permettent d'affirmer I'existence de deux asymptotes verticales

1
d'équations x = -2 et x = 2. Le coefficient directeur de latangenteen O est f *(0) = 3 Comme f(0)

S 1
=0, I'équation de latangenteen O est Y=—X.

3
Ve 2| —[Vs_1
2. 22 donc z,=2 V2 i =2 V2 [
a) [z = V8 =22 donc 2630 b
3 -1 —TT
Si 0 =arg(z1) onacos6 = 2y etsing = = donc 0 = ?
5-i _(5-i)(3—2i)_13-13i _. . — -

b) z,=

=1—i dol = 42 = — .
3+ 2i 13 13 doil [z = 2 etarg(z) 4




Sujet 14

1- Soit f lafonction définie sur R par f (x)=e‘x2 . On ne connait pas de primitive de f, maison se

1
propose de chercher un encadrement de | =f e ¥ dx.
a) Vérifier que pour tout x deR, f(x)=f(0)+ [ f'(t)ct.

-2
b) Montrer que pour tout t de [0; 1] : —2t< f'<t)<jt.

¢) En déduire un encadrement de f sur [0; 1], puis un encadrement de |.

2- On considére le nombre complexe z=(\/3 +1)+i(V/3 —1).
a) Ecrire 22 sous forme algébrique.
b) Déterminer le module et un argument de 22, puis en déduire le module et un argument de z.

Réponses

1. @) Commef est une primitivedef', [ f '(t)dt=[ f (t)]z= f(x)=f(0), on adonc bien
0

f(x)=f(0)+ [ f'(t)ct.

b) f ,(X):_er_xz . f' est donc négative sur [0; 1] et f est décroissante sur cet intervalle.

Ains, 0<t<1= € <€ <1 Enmultipliant par -2t qui est négatif, on en déduit que
—2t<—2te‘t2<it,soit —2t<f'(t)<it_
e e

¢) En intégrant I'encadrement précédent de 0 a x avec x < 1, on obtient
X X , X _2 . X2 .
[=2tdt<[ ' (t)dt< [ ==tdt , soit -2 < f (x) = (0) < —~ etfindlement
0 0 o €
2

1-x<f(x) <1 —X: . Enintégrant ce nouvel encadrement de 0 a 1 on obtient

r i r NG 2 1
[(1=x®)dx< [ f(x)dx<[ (1-")dx, soit =<I<1-——
7 2 i e 3 3e

2.8) 2=(3+1) =(V3 =1) +2i(V3+1)(3 —1)=4+213 —(4 —21/3) +4i =43 +4i -
J

b) 122 = 8 donc Z=8 | ">+ L i|=8|cos™ +isin™| et arg(z) = ~
2 2 6 6

6
T
On en déduit que |Z? = 8 et donc que |Z] = V8, puis que 2 arg(z) = g a 2kt prés, ainsi on a soit

arg(2) = %,soitarg(z)= %“T.Commelapartieréelledezeﬂ positive, arg(z) = E




Sujet 15

1- Dans I'espace muni du repére orthonormal (O,i,] ,k) on considére lesplans:
P, d'éguation x-z+1=0
P, d'éguationy - 2z-2 = 0.
a) Montrer que P; et P, sont sécants. Sont-ils orthogonaux ?
b) Donner une représentation paramétrique de la droite passant par A(-4; -3; 2) et pardléle ala
droite D intersection des plans P; et Ps.

2- Soit f lafonction définie sur D= ]—oo;—1]U[1; + o[ par f(x)=x+\/x2—1.

a) Montrer que pour tout x de D, f (X)f (-x) =-1.

b) Etudier lalimite def en +oo, puis en déduire celle en -c.

c) Montrer que pour tout x de D autre que 1 ou -1, f '(X) ale méme signe que f(x). En déduire les
variations def.

Réponses
1. a) P, admet T (1; 0; -1) comme vecteur normal et P, admet T, (O; 1; -2) comme vecteur
normal. T, et T, ne sont pas colinéaires, donc P; et P, sont sécants. Comme N:M,=2, P, et P,
ne sont pas orthogonaux.
b) Soit T (X, y, 2) un vecteur directeur deD. Ona N,-U=0 et T,:0=0, ce qui donne le systéme

yx_—222==00 .Enchoisissant z=1,onaaorsy=2etx=1. D'ou U (1; 2; 1) est un vecteur directeur
de D. Comme D passe par A(-4; -3; 2), on en déduit la représentation paramétrique :

Xx=t—4

y=2t-3 t€R.

z=t+2
2.8) f(f (%) = (x+V—1)(=x+Vx¥—1)=x =1 =X’ =—1 .

b) Lorsque x tend vers +o, \/ x’—1 tend auss vers +o, donc f (x) tend vers +oo.

Lorsque x tend vers —oo, —x tend vers +oo, donc f (—x) tend vers +o0. Comme f (x)= f—x) , onen
déduit que f (x) tend vers 0.
2 —1+ f
o f'(x)=1+ X2 =\/X - A ix) .f' et f ont donc méme signe.
2 Jx -1 Jx -1 \/x -1

Si x> 0, f (x) est somme de deux nombres positifs, donc f (x) > 0.

Six<0, f(X)=ﬁ_lx) avec f (—x) positif, donc f (x) < 0.

On en déduit que f est décroissante de 0 a-1 sur ]-oo; -1[ et croissante de 1 & +oo sur ]1; +oo.




Sujet 17

1- Lafigure donnela
représentation graphique de la
fonction f définie sur IR par _
f (x)=(ax+b)e™, ol a, betcsont
des réels a déterminer. :
a) Lacourbe passe par lespoints
A(-2; 0) et B(0; 1). Calculer aeth.
b) Au point C d'abscisse-1, la
courbe admet une tangente
paralléle al'axe des abscisses.
Calculer c. |
c) Montrer que'axedesabscisses
est une asymptote.
d) Déterminer les points d'intersection de la courbe avec la droite d'équationy = x + 2.

2- Ecrire le nombre complexe V3 —i sousforme exponentielle.
En déduire laforme algébrique de (13 —i)’

Réponses

1. @) Lacourbe passe par B(0; 1) doncf (0) = 1, soit b = 1. Lacourbe passe auss par A(-2; 0) donc
1 1 o

f(-2) =0, soit b= 2a, dolia= PR Aing f (X)=(§X+1)e

b) Le coefficient directeur de latangente en C est O, donc f '(-1) = 0.
Or f'(x) = ae> + (ax + b)ex = e>(a + bc + acx). Commef '(-1) = 0, a+ bc — ac = 0, donc
—a

c= =—1.Ains;f<x>=<§x+1)e'

b—a

1 Sl o1
C) f(X)=(;X+1)e = . Lorsgue x tend vers +oo, e et xe* tendent vers 0, donc

f (x) tend vers 0 et |'axe des abscisses est bien une asymptote.

dfx)=x+2e (% X+1) e'x=2(% X+1) < (% x+1)(€7*—=2)=0_ On adonc deux solutions,

L1 .
soit ;X+1 =0 etx=-2, soitex=2etx=-1n2.

> —2e 7 (Y3aoi)=2e *=326e ° =32

J31

2

—16y3—16 i




Sujet 18

1- Une urne contient 5 boules rouges, 3 boules jaunes et 2 boules vertes indiscernables au toucher.
a) On tire successivement et sans remise 2 boules de I'urne. Calculer la probabilité d'obtenir :

2 rouges

2 jaunes

2 vertes

2 boules de couleurs différentes
b) Mémes questions s I'on effectue des tirages avec remise (on remet dans I'urne la boule issue du
premier tirage).

2- Calculer F(x ftlntdt al'aide d'une intégration par parties.

1

lim F(x)

X— +00

Déterminer ensuite

Réponses
1. ) Nombre de tirages possibles de 2 boules sans remise : 10 X 9 = 90.

i S .., 20 2
Nombre de tirages de 2 boules rouges : 5 X 4 = 20, d'ou la probabilité $=3 .

6 1
Nombre de tirages de 2 boules jaunes : 3 X 2 = 6, d'ou la probabilité o E'

2 1
Nombre de tirages de 2 boules vertes : 2 X 1 =2, d'ou la probabilité $=4—5 :
6 2 28 14

20
—t—t ==
La probabilité de tirer deux boules de méme couleur est 9 @0 @9 @y 45 , Celle detirer

14 _31

45 45 °

b) Sil y aremise, le nombre de tirages possibles est 10 x 10 = 100. La probabilité de tirer deux
><3 9

5x5 1 3
boules rouges est 50 =4 ; celle detirer deux boules jaunes est w00 ; celledetirer

deux boules de couleurs différentes est donc 1—

2x2 1
deux boules vertes est R - Enfin la probabilité de tirer deux boules de couleurs

4 100 25 lOO 50 °

2

1
2.0nposeu(t) =Int,douu'(t)= —, et v(t) =t, douv(t) = % . En effectuant une intégration par

2 2
parties on obtient F ( ftlntdt—

—Int
2

Si x tend vers +oo, F(X) tend VEr's +o,




Sujet 19

1- ABCD est un tétraedre régulier d'aréte a.

| et J sont les milieux respectifs de [AB] et [CD]

a) Calculer les produits scalaires AB-AC et AB-AD .

En déduire AB-CD . Que peut-on aors dire des droites (AB)
et (CD) ?

~ 1 = — 1 —
b) Vérifier que IJ:E AB+ BC+ECD . En déduire quela

droite (1J) est orthogonale aux droites (AB) et (CD).
¢) Exprimer la distance 1J en fonction de a.
(on pourra utiliser le triangle AlJ)

2- Résoudre I'équation 2(Inx)*—Inx—6 =0, puislinéguation 2(Inx)’~Inx—6 >0.
(on pourra utiliser le changement de variable X=In x)

Réponses
2 2

1.8 AB-AC=AB-Al =a?; KE;.KE):AB.A.:%_

2 2

- == = = = = —= —3  a
AB-CD=AB(CA+ AD)=AB-CA+AB-AD= > +?=0. (AB) et (CD) sont orthogonales.

b) G=W3+§C+63=%KB+§C+%C_:6_
DR 0 2 2
LABBELABCD_& & 5o
2 2 2 2
~N.AR 2 2 2
o CD-13=228  ep.5c+ L0 T & o
2 2 2 2

Ladroite (1J) est donc orthogonale a (AB) et (CD).

— . AB?

Ainsi AB-1J=

3a
4

b) AlJ est rectangle en |, donc 1J2 = AJ2 — Al2. AJD est rectangle en J, AJ2 = AD2 — JD2 =

2 2

3a° a° & o IJ:a\/E
-

Finalement 1J2 =
4 4 2

. A . . -3 .
2. En posant X = In x on obtient le trinbme 2X2 — X — 6 qui adeux racines 2 et > il peut donc

étre factorisé en (2X + 3)(X — 2).
Ains 2(Inx)2—Inx—6=0< (2Inx+ 3)(Inx—2) =0. Donc soit In x = 2 &t X = €2, soit
-3 =
- — — 2
Inx = > etx=e? .

-3
2X2— X — 6 est positif al'extérieur desracines donc pour X< e ? 0OuX> €




Sujet 20

- : 1 3.
1- On considere les nombres complexes z,=—1—1 Zf;-%l e £=2z z,,
a) Ecrire cestrois nombres sous forme trigonométrique.
b) Déterminer laforme agébrique de Z.
Ly 11 11
¢) En déduire les valeurs exactes de COSE et s nE .

2 2
2-Onpose | = xcos® xdx et J=| xsin® xdx.
0 0

a) Calculer | +J.

2
b) En utilisant I'égalité cos2x=cos” x—sin® x, vérifier que | —J=f Xcos2x dx
0

) A l'aide d'une intégration par parties, calculer | - J.
d) En déduire | et J.

Réponses
_ — 5iI —i— L —f & illl
1.3 zl=\/5 T\/E_ig =\/2e “ z,=1 %—ig =e °; z, 22=J5e54 3=y2e 2
b)z= (—1-i)(=—i V3, -1 M3 1, W3 -V8-1 M3-1
2 2 2 2 2 2 2 2
= Vo [os T g 1A cos L _—V3 -1 Sin11n=\/§—1
€z 12 i || T 12 242 Tz

E % 12 2 e 2
2. a) 1+3=[ (xcos x+xsin® x) dx= [ x(cos x-+sin® x)dx= [ xdx=|"—|*="
0 e 0 2|, 8
2 > z
b) | 3= (xcos x—xsin® x) dx= [ x(cos’ x—sin® x) dx= [ xcos2x dx
0 0 0

1 . o :
¢) Soit u(x) = x, d'ou u'(x) = 1 et V'(X) = cos 2x d'ou v(X) = ES‘ N2x . Par intégration par parties,

% . w % us
fxcostdx= eI Z—Lfsinz(dx:o_l —cos2x |2 _—1
0 0 2 0 2 2 0 2
d) Engoutant | + Jet| —J btient 21, donc | 1 1 w1 On en déduit ensuite
n —Jon obtient 21, ==
) goutan 218 2 16 4
2

16 4




Sujet 21

: e 1
1- Soit U, lasuite définie par U,=2 et un+1=§un+5.
a) Calculer u, et u,.
. . . 1 - .
b) Tracer les droites d'éguations y=§X+5 et y=x. Utiliser lafigure obtenue pour retrouver u,

et u, . Que suggere lafigure sur le comportement de la suite U, ?
c) Soit Vv, lasuite définie par v,=u,+h Déterminer h pour que Vv, soit géométrique de rapport
1
3
d) Exprimer Vv, , puis Y, enfonction de n. En déduire lalimite de u,,.
2- L'espace est rapporté au repére orthonormal (O,i,] k) .

Déterminer les points d'intersection du plan P d'équation x+2y—z+2=0 et deladroite D passant
par A(2; 1; -4) et de vecteur directeur G(2;-2;4) .

Réponses o
1 17
1.a)u0:2; U1=§X2+5=?,
1 17 68 6
U,==—X—+5=—
g @ 9 A

b) La suite semble converger vers un réel solution

. . 1
de I'égquation X=§ X+5,

1 1
C) Vn+1=§Vn donne un+1+h=§(un+h) 1donc

@ -~ m e m -

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

=
1

1 1 1 q N N __15 ; 0 ; 0 T : T T
gun+5 +h—gun+§h qU| mene a h= > 0 Uy 4 u; 6 uy 8
n n
_ 1 15 —-11 —11 (1
d) v, &ant géométrique, v =v, |—| ,or V,=U,——=—— donc v=—"—|—| et
) Vi g q o~ Vol oo 5 2 L T

lI’1

15 15 11
u=v +—=—"—-—
nono2 2 2

2. Pour chaque point M de D il existe un réel t tel que M ait pour coordonnées cartésiennes
(2 +2t, 1-2t, -4 + 4t) (représentation paramétrique de D). Si M est aussi dans le plan P, ses
coordonnées vérifient I'équation de P donc 2 + 2t + 2(1 — 2t) — (4 + 4t) + 2= 0 ce qui mene a
6..7.8

3" 3’3"

. Si ntend vers +oo,

1" 15
5) tend vers 0, donc u, tend vers 7 )

10—-6t=0dout= %.OnendéduitM




Sujet 22

e
t

1- Soit F lafonction définie sur ]0; +oo par : F(x)=) —dt .

b S—

a) Déterminer le sens de variation de F.
1
1
b) Prouver que, pour tout t de ]0; +oof , %>T :
En déduire, suivant les valeurs de x dans ]0; +oo[, le signede ¢(X) = F(X) - In x.

¢) Déduire de cette étude le comportement de F en + et en 0.

2- Dansune urne, il y a8 jetons jaunes et 12 jetons rouges indiscernables au toucher. On tire un
jeton au hasard.
a) Déterminer la probabilité de I'évenement E : «le jeton tiré est jaune ».
b) On répéte 7 fois cette épreuve; apres chague épreuve, le jeton est remis dans I'urne. Calculer la
probabilité des évenements :

A : «E se produit exactement trois fois ».

B : «E se produit au moins six fois ».

Réponses

X

1.8) F'(x)=2 est donc positive sur ]0; +w[, d'oll F est croissante sur ]0; +of.
X

t

. 1 . .
b)t>0=¢€> e soit &> 1 et donc pour f—>T. En intégrant, on obtient :
. ret . 1
~six>1, det>J"Tdt donc F(x) > Inx et F(x) — In x> 0.
1 0

1 t 1
. 1
sx<1, J’%dt>J"Tdt donc — F(x) > — Inx et F(x) — Inx < 0.

¢) Pour x> 1, F(x) > Inx et 1M INXx=+e0 gone lim F(x)=too,

Pour x < 1, F(x) < Inxet "MInx== gonc IMF(x)=-c
8 2
P E =
2.8 P8 20 5°
b) Sait X lavariable aleatoire representant e nombre de répetitions de E. X suit uneloi binomiale
de parametres 7 et P(E).

3 4

7\ 2 3
P(A) =P(X =3) = —| |—| =0,29,
(A) =P( ) =l s

21°(3) [2)
.

PB)=P(X >6)=P(X=6)+PX=7=|"||=]| |[Z|+|=| ~0,0188
(B) = P( ) = P( ) + P( ) slls | 15 ts




Sujet 23

1- Lafigure donne la courbe représentative
delafonction f définie sur R par

f (x)=ax+b+x€*, ans que satangente en
0 d'éguation y = g(x).

a) Déterminer f(0) et f'(0) al'aide du

graphique.
b) En déduite les valeurs de a et b.

2- Le plan est rapporté au repére orthonormé direct (O, T, V). B
On appelle A, B et C les points d'affixes z,=2i , z,=6, C=(3+\E’>)+i(3\/3 +1) .

zZ —Z

Calculer
Z

— ZA . Que peut-on en déduire ?

A

Réponses
1.a)f(0)=3etf'(0) =-1.
b)f(0)=3doncb=3.f'(X) =a+e+xe.f'(0)=-ldonca+1=-leta=-2
Ains f (X) =-2x + 3 + xe~.
ZC—ZA=3+\/§+i(3 V3 -1) =(3+\/§+i (3V3 —1))(6+2i) _20 +20i¢§=£+i£

Cz—z, 6—2i (6—2i)(6+2i) 40 2 2
T
On reconnait le complexe de module 1 et d'argument 5 )
z —z —_ z -z
Ains SS=|""A=1 ¢ (AB;AC)=ag| =2 |="
AB 1z —z, ZREN 3

Letriangle ABC est donc équilatéral.




Sujet 24

1
1- Soit f lafonction définie sur ]0; +oof par f (X)=1—;—2lnx

a) Caculer ladériveef' def.
b) Etudier les variations de f.
c) Préciser leslimitesdef en 0 et en +co.

. , .1 1
(pour I'étude en 0 on pourra écrire ;+ 2|nx=;(1+2X|n X))

2- Une urne contient quatre boules rouges et une boule blanche. On préléve une boule, on note sa
couleur, on laremet dans |'urne. On recommence cette expérience trois fois de suite.

Soit X lavariable aléatoire qui compte le nombre de boules rouges obtenues.

a) Déterminer laloi de X.

b) Calculer son espérance, et son écart-type.

Réponses

, 1 2 1-2x
lLa f'(x)==-==""2
X~ X X

1
b) f'(x) ale méme signe que 1 — 2x, donc f '(x) > 0 et f est croissante pour X<E etf'(xX)<0etf
Lo 1
est décroissante pour X>E :
1
C) Lorsque x tend vers +o, « tend vers O et In x tend vers +oo, donc f (x) tend vers -co.

1 1 1
Remarquons que f(X)=1—;—2|nX=1—;(l +2xInx) . Lorsque x tend vers 0, ™ tend vers
+oo et XIn X tend vers 0, donc 1 + 2xIn x tend vers 1 et f (X) tend vers -oo.

4
2. d) X suit une loi binomiale de parametres 3 et = Ona:

PX=0) = —= ,P(X=1) = o ,P(X=2) = ~o etP(X=3)= o

125 125 125 125 °
p p . 4 12
b) L'espérance mathématique de X est E(X) =3 XE =? .
4 1 12
Lavariancede X est V(X) = 3 X—X—=——,
5 5 25

25 5

L'écart typeest o ( X)=\/V(x)=\/£=2—\/3 .







